
Analiza w przestrzeniach Lp

Lista 4

Zad 1. Niech K ∈ L2([0, 1] × [0, 1]). Udowodni¢, »e operator T : L2[0, 1] → L2[0, 1] zde�niowany

wzorem (Tx)(s) =
∫ 1

0
K(s, t)x(t)dt jest operatorem ci¡gªym.

Zad 2. Niech D(A) = {x ∈ `2 :
∑∞

n=1(nx(n))
2 <∞} b¦dzie podprzestrzeni¡ `2. Czy operator liniowy

A : D(A)→ `2 zadany wzorem

A(x(1), x(2), ...) = (x(1), 2x(2), 3x(3), ...)

jest operatorem ci¡gªy?

Zad 3. Wyznacz norm¦ operatora A : `p → `p, p ∈ [1,∞], zadanego wzorem

a) Ax = (x(1), x(2), ..., x(n), 0, 0, ...) b) Ax = (x(1), x(3), x(5), x(7), ...)

c) Ax = (x(2), x(3), x(4), ...) d) Ax = (1
3
x(1), 1

32
x(2), ..., 1

3n
x(n), ...)

e) Ax = (2x(1), 9
4
x(2), ..., (n+1

n
)nx(n), ...)

Zad 4. Niech A : R2 → R2 b¦dzieny dany wzorem A(x, y) = (x−y
2
, x+y

2
). Wyznaczy¢ norm¦ operatora

pomi¦dzy wskazanymi przestrzeniami

a) A : (R2, ‖ · ‖2)→ (R2, ‖ · ‖2) b) A : (R2, ‖ · ‖∞)→ (R2, ‖ · ‖1)

c) A : (R2, ‖ · ‖∞)→ (R2, ‖ · ‖∞) d) A : (R2, ‖ · ‖1)→ (R2, ‖ · ‖1)

e) A : (R2, ‖ · ‖∞)→ (R2, ‖ · ‖2) f) A : (R2, ‖ · ‖1)→ (R2, ‖ · ‖2)

Zad 5. Wyznaczy¢ norm¦ operatora A : Lp[−1, 1] → L1[−1, 1], p ∈ [1,∞), gdzie (Ax)(t) = tx(t).
Uougólni¢ to na przypadek, gdy A : Lp2 [−1, 1]→ Lp1 [−1, 1], 1 ≤ p1 < p2 <∞.

Zad 6. Wyznaczy¢ norm¦ operatora A : L1[0, 1]→ L1[0, 1] danego wzorem (Ax)(t) =
∫ t

0
x(t)dt.

Zad 7. Pokaza¢, »e operator A : X → Y jest ograniczonym operatorem liniowym i obliczy¢ jego norm¦.

X Y A

a) `3 L1[0, 1] (Ax)(t) =
∑∞

k=1
x(k)tk

2k

b) L2[−1, 1] `1 Ax =
(

1
3

∫ 1

−1 tx(t)dt, ...,
1
3k

∫ 1

−1 t
kx(t)dt, ...

)
c) L1[0, 1] L∞[0, 1] Ax(t) = x(t2)

d) `2 `∞ Ax =
(
x(1), x(2)

2
, x(3)

3
, x(4)

4
, ...
)

Zad 8. Pokaza¢, »e je»eli ci¡g operatorów {An}∞n=1 ⊆ B(X, Y ) jest zbie»ny w normie do operatora A,
to jest do niego zbie»ny punktowo, ale odwrotna implikacja na ogóª nie zachodzi.

Zad 9. Zbada¢, zbiezno±¢ ci¡gu operatorów An : X → Y , gdy

X Y A
a) `1 `1 Anx = (x(1), x(2), ..., x(n), 0, 0, ...)
b) `2 `2 Anx =

(
n+1
n
x(1), n+1

n
x(2)..., , n+1

n
x(n), x(n+ 1), x(n+ 2), ...

)
c) `1 Lp[0, 1], p ≥ 1, (Anx)(t) = x(n)
d) L2[0, 1] L1[0, 1] (Ax)(t) = (1− tn)x(t)

Zad 10. Poda¢ przykªad operatora ograniczonego mi¦dzy dwoma przestrzeniami Banacha, którego
obraz jest niedomkni¦ty.


